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Henry Helson a etabli en 1954 le theoreme suivant : Si les sommes par- 
tielles d'une serie trigonometrique sont positives, les coefficients tendent vers 
zero pp. C'est une des perles de la theorie des series trigonometriques, en- 
core mise en valeur par le fait que l'hypothese n'entraine pas que la serie 
trigonometrique est une serie de Fourier-Lebesgue (Katznelson 1965 [2]). 

Nous allons montrer l'analogue des theoremes de Helson et de Katznelson 
pour les series de Walsh, avec un complement au theoreme de Katznelson 
qui s'etend aux series trigonometriques. 

Theoreme I. — Si les sommes partielles d'une serie de Walsh sont posi- 
tives, les coefficients tendent vers zero. 

Theoreme II. — Soit ip une application croissante de M. + sur telle 



que ]im(ip(x) / x ) = 0. Alors a) il existe une mesure de probabilite singuliere 

x— >0 



/i sur [0, 1] dont les sommes partielles de la serie de Walsh sont positives, 

oo 

et dont les coefficients de Fourier- Walsh, //(n), verifient ^2 rf([p,(n)\) < oo 

o 

b) le meme enonce vaut pour les series et les coefficients de Fourier au sens 
usuel. 

Precisons les notations pour les series de Walsh. Au lieu de [0,1], il 
est commode de les definir sur le groupe multiplicatif {— 1,1} N *, que nous 
designerons par D. Les fonctions coordonnees 7% r2, ■ ■ ■ sont les fonctions de 
Rademacher, et elles engendrent par multiplication les fonctions de Walsh 
w n (n = 0, 1, 2, . . .) qui sont les caracteres de D. On ordonne ainsi les w n = 1, 
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w 1 = ri, w 2 = r 2 , w 3 = rir 2 , W4 = r 3 etc, c'est-a-dire 

(1) w n = J J r" 3 , aj = ou 1 et < 00 . 

Aux entiers n on associe ainsi les suites finies (aj) de et de 1, et l'ordre 

croissant des n est l'ordre lexicographique inverse des mots (aj). 

00 

Une serie de Walsh est une serie formelle de la forme ^ c n w n , ou les 



coefficients c n sont reels ou complexes. Nous nous bornerons aux c n reels. Les 
fonctions de Walsh operant par multiplication sur les series de Walsh. Nous 
aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme. — Soit S une serie de Walsh et w m une fonction de Walsh. Ecri- 
vons w m S sous la forme 

00 

W m S = ^ d nWn ■ 


2 fe -l 

Alors, pour chaque k, la somme partielle d'ordre 2 k , ^2 d n w n , est le produit 



par w m d'une difference de sommes partielles de la serie S . 

00 

Preuve. La serie Yl d n w n w m n'est autre que la serie S dont on a modifie 


l'ordre des termes. Reste a montrer que les w n w m (n = 0, 1 , . . . , 2 k — f ) 
constituent, a l'ordre pres, une suite de 2 k fonctions de Walsh consecutives. 
Pour cela, ecrivons les w n sous la forme (f ) (avec ici aj = ou f pour j < k et 
aj = pour j > k) et w m = Ylrf (A = ou 1). Les w n w m s'ecrivent Yl r ] 3 
avec 7j = ou 1 et 7^ = aj + f3j modulo 1. Ainsi ('Jj)j=i t 2,...,k parcourt {0, l} k 
quand (a.j)j=i,2„...,k parcourt {0, l} k , tandis que (lj)j>k = (Pj)j>k- Done les 

k 00 

indices des w n w m , qui s'ecrivent + 7^ 2- 7-1 , parcourent un segment des 

1 fc+i 

entiers de longueur 2 fc , CQFD. 

A toute serie de Walsh S est associee une martingale dyadique constitute 
par ses sommes partielles d'ordre 2 k (k = 0, 1, 2, . . .) 

2 fc -l 

M k = M k (S) =J2c n w n , 



et on obtient ainsi toutes les martingales dyadiques definies sur D. Rappelons 
des proprietes des martingales dyadiques dont nous nous servirons. 
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PI. S est la serie de Fourier- Walsh d'une mesure de Radon reelle sur D, 
c'est-a-dire c n = J w n dfi, fi G Ai(B>), si et seulement si les M k sont bornes 
dans L X (D). Dans ce cas, les M k tendent presque partout sur © vers la densite 
de la partie absolument continue de /x, et les M k tendent vers fi dans A4(B) 
au sens faible, comme formes lineaires sur C(D). 

P2. S est la serie de Fourier-Walsh d'une fonction reelle integrable sur 
D, soit c n = J f w n , f G L 1 ^), si et seulement si les M k sont uniformement 
integrables. Dans ce cas, les M k tendent vers / presque partout et dans L 1 (D). 

P3. S est la serie de Fourier- Walsh d'une mesure positive /j, £ M + (D) 
si et seulement si les M k sont positives, M k > 0. 

Ici comme dans la suite, positif signifie > 0. 

Preuve du theoreme I. 

Supposons les sommes partielles de la serie S positives, et de plus Co = 
1. Alors S est la serie de Fourier- Walsh d'une mesure de probabilite ji G 
Mf(H>), soit c n = j2(n), et 

2 k -l 

M k = M k (r u r 2 , . . . , r k ) = ^ fi( n ) w n ■ 

o 

Ecrivons 

M k+1 =M k + r k+l N k , N k = N k (n,r 2 ,...r k ) 

2 k -l 

N k = ^2 N k (m)w m 
o 

n 

N£ = sup \y^N k {m)w m 

0<n<2k 1 "^p 

L'hypothese que les sommes partielles de S soient positives se traduit par 

(2) N* k <M k (* = O,l,..0 

Supposons que les ji(n) ne tendent pas vers 0, c'est-a-dire qu'il existe 
un a > 0, une suite strictement croissante d'entiers kj, et des entiers rij G 
[2 fc J',2 fc J +1 [ tels que \fi(nj)\ > a, et tentons d'etablir une contradiction. 

Supposons d'abord rij = 2 k K Les N k . sont bornes dans et |iV fc (0)| > 

a puisque N k .(0) = /I(2 fcj ). Quitte a remplacer la suite (kj) par une sous- 
suite, nous pouvons supposer que les N k . convergent faiblement vers une 
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mesure v E M.(D). Ainsi 



v(n) = lim N ki (n) 

et en particulier z/(0) 7^ 0. 
Les sommes 

2 k -l 

iy k =^2^(n)w n (A; = 0,1,2,...) 


forment une martingale dyadique bornee dans L 1 (D) (propriete PI) et, pour 
chaque k, 



2 K 

z/ fc = lim Y] N k .(n)w n . 



L'hypothese de positivite, sous la forme (2), entraine 



(3) I E ^ 



n)u?„ 



lorsque fcj > /c, done |i/ fc | < M fc .. 

Or les M k . convergent presque partout vers une / G L 1 , la densite de la 
partie absolument continue de \i (propriete PI). Done 

Wk\ < f ■ 

Cela entraine que les v k sont uniformement integrables, done convergent dans 
L X (D) (propriete P2), done que v est absolument continue. 

D'autre part, si Ton decompose fj, en sa partie absolument continue et sa 
partie singuliere, \x = [i a + /i s , on peut ecrire egalement M k = M% + M| et 
N k = N% + Nf.. Les M£ convergent vers / dans L 1 ^), done les N% tendent 
vers dans ^(D), done v est la limite faible des JV| . Or, pour tout e > et 
tout k, 

(N s k >e)G {M s k > |) U (MjJ +1 > |) 

et la mesure du second membre tend vers quand k — > 00. Done z/ est 
singuliere. La contradiction est etablie dans le cas particulier = 2 fc \ 
Passons au cas general. On considere maintenant les 



N' kj ^w mj N kj: '/', », • • 2 ; '' 
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Ainsi N' k .(0) = N k .{rrij) = fi(rij). Comme ci-dessus, quitte a restreindre la 
suite (fij), les N' k . convergent faiblement vers une mesure v' singuliere, non 
nulle puisque P'(O) 7^ 0. Pour montrer que v' est absolument continue, le 
point crucial est l'analogue de (3) que Ton obtient en appliquant le lemme a 
N k . (pour S) et w m . (pour w m ) . On obtient ctinsi, pour Jv ^ kj , 



(4) 



n w n 



< 2 M k 



ce qui permet d'achever la demonstration que v' est absolument continue. La 
contradiction est ainsi etablie dans le cas general, et cela acheve la preuve du 
theoreme 1. 

Remarque. Cette preuve est calquee sur celle de Helson. Comme ici, 
Helson met en evidence, sous l'hypothese que les coefficients ne tendent pas 
vers zero, une mesure v non nulle qui est a la fois singuliere et absolument 
continue. Mais la demonstration de la continuite absolue est differente. Helson 
utilise un theoreme de Frederic et Marcel Riesz qui appartient a la theorie des 
fonctions analytiques. On utilise ici la theorie des martingales. L'emploi en 
parallele des martingales et des fonctions analytiques est classique en analyse 
harmonique depuis les theoremes de Paley et de Littlewood-Paley. 

Une autre difference entre les preuves est l'utilisation de l'hypothese. 
La positivite des sommes partielles entraine que les sommes partielles sont 
bornees dans L 1 , et Helson n'utilise rien d'autre. Au contraire, nous avons 
utilise de maniere essentielle une autre consequence de la positivite, la for- 
mule (2) (equivalente a la positivite des sommes partielles). 

Preuve du theoreme II. 
Partie a) 

On construit la mesure u comme produit infini 



u = l[(l+X k ) 



ou les X k sont de polynomes de Walsh independants a valeurs dans l'intervalle 



1,1] et de valeur moyenne nulle : \X k \ < 1 et EX k = 0. Posons EX t 



a\. Lorsque ^2<r k < 00, le produit infini converge dans £ 2 (B), done u est 
absolument continue. Lorsque J2 a l = °°; A 4 es ^ une m esure de probabilite 
singuliere. 
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Void une demonstration rapide de ce dernier fait, tiree de [3J. Supposons 
Y2 a k = 00 • Les ^ forment un systeme orthonormal dans L 2 (B, A), ou A 
designe la mesure de Haar sur D. On verifie que les — a k sont de valeur 
moyenne nulle et deux a deux orthogonales dans L 2 (ID>, /x) : 

Mf--)^((f--)< 1+ **>H 

et, pour k 7^ k', 

M(%-*i (ifr-**)) =^((S - <*) (if - ^)(i + ^*)(i + x k ,)) 

= E x ((%-a k )(l+X k ))E x ((^-a k ,)(l+X k ,))=0. 

De plus, 

^((f-^) 2 ) = ^((S-^) 2 (i+x fe )) 

<2£ A (f -a fc ) 2 = 2(1 + ^) < 4. 

Pour toute suite G £ 2 , les serie ^bk^- et ^^(^ ~~ °"fc) convergent 
respectivement dans L 2 (B, A) et dans L 2 (B, /x). Si /x n'etait pas orthogonale 
a A, il existerait un point de D et une suite d'entiers nj tels que les sommes 
partielles d'ordre rij des deux series convergent en ce point. Par difference, les 
sommes partielles d'ordre de la serie b k Pk convergeraient. Or on peut 
choisir les b k > 0, (b k ) G £ 2 , de fagon que la serie b k a k diverge. Done /x_LA. 

Remarquons que l'hypothese d'independance des X k peut etre remplacee 
par une condition d'orthogonalite forte, a savoir 

/ n x r=o 

pour toutes les suites (a k ) constitutes de 0, 1 et 2, et finies a k < 00), 
contenant au moins un 1 et au plus deux 2. C'est sous cette forme que la 
methode a ete introduite et utilisee par Peyriere dans l'etude de la singularity 
mutuelle des produits de Riesz [3J. 

On imposera done la condition J^cx 2 . = 00, et il s'agit maintenant de 
construire les X k de fagon que les sommes partielles de la serie de Fourier- 
Walsh de /x soient positives, et que les coefficients veriflent la majoration 
|/x(n)| < ip{n). Pour cela, il est commode de disposer de polynomes de Walsh 
de la forme suivante : 

2* 

ip = (p(r h r 2 , . . . rt) = )^ s n w n , e n = ±1 

1 
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pour lesquels 



v 

|Mk = SUp || y%nWn||oo < C 2^ /2 = C||(/?|| 2 , 
1<P<2 £ x 

C etant une constante absolue. Voici une construction classique de tels po- 
lynomes : on pose P = Q = 1, P i+1 = P e + r £+1 Q e , Q i+1 = P e - r i+1 Q e 
(2 = 0, 1, . . .), on verifie que Pf + Qj = 2 e+1 , d'ou 

H^IU < 2^ 2 + 2^-^/2 h < 2^ 2 ^ 



y/2- 1 

et on pose (f(ri,r 2 , . . . ,ri) = r\Pi. C'est la construction donnee dans le cas 
trigonometrique par Harold Shapiro puis par Walter Rudin, et la suite (e r ) 
s'appelle la suite de Rudin-Shapiro. 

Etant donne un ensemble d'entiers positifs J, de cardinal 2 e , on designera 
par <f((rj), j G J) le polynome de Walsh obtenu a partir de (p(ri, r 2 , . . .ri) 
en substituant a r±, r 2 , . . . les rj, j G J, dans l'ordre croissant des j. La 
construction de n va dependre essentiellement du choix d'une suite tres ra- 
pidement croissante d'entiers £k, que nous ferons plus tard. Pour chaque k, 
soit Jk un ensemble d'entiers, de cardinal 2 £k , situe a droite de Jk-i '■ inf Jk > 
sup Jk-i- Posons 

ak = -L 2 -^ 2 
2C 

X k = a k ip((rj), j G J k ) ■ 

Explicitons les normes de X k dans L 2 , dans U (maximum des valeurs absolues 
des sommes partielles), dans A (somme des valeurs absolues des coefficients) 
et dans PM (sup des valeurs absolues des coefficients) : 





2 


1 

~ 2C ' 


Xk\ 


\u 


1 


Xk\ 


u 


= ±2 
2C 


Xk\ 


\PM 


1 

= 2C 2 



-4/2 

Comme les Jk sont disjoints, les X k sont bien independants, et on a bien 
EX k = et el = oo. 
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Posons 

n fc = (i + x 1 )(i + x 2 )---(i + x fc ). 

Une somme partielle de la serie de Fourier- Walsh de /i dont l'ordre est com- 
pris entre sup Jj et sup J J+ i est la somme de Hfc et d'une somme partielle de 
ILkXk+i, ce que nous ecrivons 

S.(fJi) = S.(X k+1 ) = U k + S..(U k X k+1 ) . 

Cette derniere somme partielle se decompose a son tour en 

S..(U k X k+1 ) = U k S...(X k+1 ) + S....(U k ) x un coefficient de X k+l . 

Done 

s.(x k+ i) > n fc — n fc ||x fc+1 ||;7 — s , ....(n fc )||x fc+1 ||p M 
> I n ,-^2- (4+l/2) ||n fc |U. 

- 2 2C " " 

Imposons la condition que, pour tout k, 

(5) ^2-(W2)||n fe || A <iinfn fc . 

II en resulte que S.(X k+ i) > done S.(^) > 0. 
Ecrivons ip(x) = x 2 e(x). Alors 

y^(/?ffi(n)) < ^2 ll n fc^fc+i||2 s(\\U k X k+1 \\p M ) ■ 
k 

Or 

l|n fc x fc+ i||2 < ^^||n fc ||^ 

et 

e(||n fc X fc+1 ||) PM < e(||X fc+1 || PAf ) = e{^~ {lk+l/2) ) ■ 
Si, outre (5), on impose a la suite (£ k ) la condition 

(6) Eii^ii^(^ 2 ~ (4+i/2) ) <00 ' 

ce qui est possible, la conclusion du theoreme est verifiee. 
La conclusion de la partie a) du theoreme est verifiee. 
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Partie b) 

On choisit ici des polynomes trigonometriques 



i 



e n cos nt , 



e„ = ±1, 



a 



avec la propriete de 



(Pi\\ v <ce^ 2 = c\\<pt 




et on choisit 



X k (t) = a k (pe k (£ k t) , 



1 o-4/2 
AC 



Les X fc ne sont plus des fonctions independantes, mais, si la suite (£ k ) est 
assez rapidement croissante, elles sont orthogonales au sens fort qui a ete 
decrit ci-dessus. On definit done 



et on verifie par les memes calculs que ci-dessus que [i est singuliere, que ses 
sommes partielles sont positives, et que ^2 ip(\fl(n)\) < oo. 
C'est exactement la methode de Katznelson. 

Cet article a ete ecrit en septembre 2004 pour feter les 50 ans du theoreme 
de Helson et les 70 ans d'Yitzhak Katznelson (14 novembre 2004). 



oo 
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